
Íåêîòîðûå çàäà÷è Ïåíëåâå-òèïà äëÿ öåïî÷åê

Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû âèäåëè, ÷òî äåôîðìàöèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñòàöèîíàðíûõ óðàâíå-
íèé äîáàâëåíèåì íåêîììóòàòèâíîé ñèììåòðèè ðàçðóøàåò èíòåãðèðóåìîñòü ïî Ëèóâèëëþ
è ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì Ïåíëåâå èëè èõ îáîáùåíèÿì íà áîëåå âûñîêèå ïîðÿäêè ïî ïðî-
èçâîäíûì. Àíàëîãè÷íîå ÿâëåíèå èìååò ìåñòî íå òîëüêî äëÿ íåïðåðûâíûõ óðâàíåíèé, íî
è äëÿ öåïî÷åê. Íà ýòîé ëåêöèè ìû ïðèâåäåì ëèøü îäèí òàêîé ïðèìåð, îáúÿñíÿþùèé
ïðîèñõîæäåíèå çàäà÷è 59. Äàëåå ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð äëÿ îäåâàþùåé öåïî÷êè,
òàêæå ñâÿçàííûé ñ óðàâíåíèÿìè òèïà Ïåíëåâå, íî îñíîâàííûé íà äðóãîé èäåå.

Íåàâòîíîìíîå çàìûêàíèå öåïî÷êè Âîëüòåððà

Íàïîìíèì, ÷òî öåïî÷êà Âîëüòåððà

un,t = un(un+1 − un−1) (1)

îáëàäàåò âûñøåé ñèììåòðèåé

un,t2 = un(hn+1 − hn−1), hn := un(un+1 + un + un−1).

Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå un,t2 + cun,t = 0, ïîñëå äåëåíèÿ íà un, ïðèíèìàåò âèä hn+1 +
cun+1 = hn−1 + cun−1, ÷òî ðàâíîñèëüíî

un(un+1 + un + un−1) + cun + α+ (−1)nβ = 0, (2)

ãäå α è β ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Òî åñòü, ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå â äàííîì ñëó÷àå
ñâîäèòñÿ ê îáûêíîâåííîìó ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà. Íåòðóäíî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî ïðè ýòîì öåïî÷êà (1) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ÎÄÓ íà ëþáóþ ïàðó ñîñåäíèõ ïå-
ðåìåííûõ (un−1, un); áîëåå òîãî, ïîðÿäîê ìîæíî ïîíèçèòü åùå íà åäèíèöó è ïîëó÷èòü
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ðåøåíèå ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, çäåñü ñèòóàöèÿ òàêàÿ æå, êàê
ïðè ðàññìîòðåíèè óðàâíåíèé Íîâèêîâà äëÿ ÊäÔ.

×òîáû èñïîðòèòü èíòåãðèðóåìîñòü, äîñòàòî÷íî äîáàâèòü êëàññè÷åñêóþ ñèììåòðèþ
ðàñòÿæåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî (1) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû

ũn(t) = eaun(e
at),

êîòîðîé îòâå÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå

un,τ0 = tun(un+1 − un−1) + un.

Óïðàæíåíèå. Ïðîâåðüòå íåïîñðåäñòâåííî, ÷òî [Dt, Dτ0 ] = 0, íî [Dt2 , Dτ0 ] 6= 0.

Òåïåðü, ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå

un,t2 + 2un,τ0 = 0 ⇔ un(hn+1 − hn−1) + 2(tun(un+1 − un−1) + un) = 0

(êîýôôèöèåíò ïðè âòîðîì ñëàãàåìîì ôèêñèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè ðàñòÿæåíèÿ, à ÷ëåí un,t
ìîæíî íå äîáàâëÿòü, ñ ó÷¼òîì ñäâèãà t → t − const). Êàê è ðàíüøå, ïîðÿäîê ëåãêî
ïîíèæàåòñÿ íà äâà è âìåñòî (2) ïîëó÷àåòñÿ ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå [1]

un(un+1 + un + un−1) + 2tun + n+ (−1)nb+ c = 0. (3)

Çäåñü t èãðàåò ðîëü ïàðàìåòðà è ïîÿâèëàñü ÿâíàÿ çàâèñèìîñòü îò n. Ó ýòîãî óðàâíåíèÿ
ïîðÿäîê äàëüøå íå ïîíèæàåòñÿ. Îíî èçâåñòíî êàê äèñêðåòíîå óðàâíåíèå Ïåíëåâå dP1, ñì.
íàïð. [2]. Êàê è ðàíüøå, öåïî÷êà (1) ïðåâðàùàåòñÿ â çàìêíóòóþ ñèñòåìó íà ïåðåìåííûå
un−1, un, ýêâèâàëåíòíóþ íåïðåðûâíîìó óðàâíåíèþ Ïåíëåâå P4 íà ïåðåìåííóþ y = un:

y′′ =
(y′)2

2y
+

3

2
y3 + 4ty2 + 2(t2 − α)y + β

2y
,



ãäå 2α = n− 3(−1)nb+ c, β = −(n+ (−1)nb+ c)2. Îòîáðàæåíèå (un−1, un) 7→ (un, un+1),
îïðåäåëÿåìîå (3), ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîé ïîäñòàíîâêè, äåéñòâóþ-
ùåé íà ðåøåíèÿõ ýòèõ óðàâíåíèé (òàêèå ïîäñòàíîâêè òîæå ïðèíÿòî íàçûâàòü ïðåîáðà-
çîâàíèÿìè Áýêëóíäà, õîòÿ ýòî ñîâñåì íå òî, ÷òî áûëî â ëåêöèè 9).

Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ïðèìåð äîïóñêàåò äàëüíåéøèå îáîáùåíèÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî
áûëà íàìå÷åíà íà ïðîøëîé ëåêöèè äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ. Öåïî÷êà Âîëüòåððà òîæå èìå-
åò äîïîëíèòåëüíóþ íåêîììóòàòèâíóþ àëãåáðó ñèììåòðèé, êîòîðóþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ. Íàïðèìåð, ñëåäóþùàÿ ïî ïîðÿäêó íåêîììó-
òàòèâíàÿ ñèììåòðèÿ èìååò âèä

un,τ1 = tun(hn+1 − hn−1) + un
((
n+ 3

2

)
un+1 + un −

(
n− 3

2

)
un−1

)
(îíà äàæå ïðîùå, ÷åì â ñëó÷àå ÊäÔ, òàê êàê íå ñîäåðæèò íåëîêàëüíîñòåé. Åñëè âû÷åðê-
íóòü ÷ëåí ñ t, òî ïîëó÷èòñÿ ìàñòåð-ñèììåòðèÿ öåïî÷êè (1)). Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå ïîðÿäîê ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ òàêæå ïîíèæàåòñÿ äî âòîðîãî è âîçíèêà-
åò óðàâíåíèå P5, íî âû÷èñëåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå áîëåå ñëîæíûå.
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ãðàâèòàöèè. ÓÌÍ 45:6 (1990) 135�136.

[2] B. Grammaticos, A. Ramani. Discrete Painlev�e equations: an integrability paradigm. Physica
Scripta 89 (2014) 038002.
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Ìåòîä ôàêòîðèçàöèè â êâàíòîâîé ìåõàíèêå

Âåðíåìñÿ ê îäåâàþùåé öåïî÷êå (ïóñòü øòðèõ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî x)

v′n + v′n+1 = v2n − v2n+1 + αn − αn+1. (4)

Íà ëåêöèè 10 ìû ñòðîèëè åå ðåøåíèÿ, ñòàðòóÿ ñ äîñòàòî÷íî áîãàòîãî çàïàñà âîëíîâûõ
ôóíêöèé äëÿ çàòðàâî÷íîãî ïîòåíöèàëà. Íî ìîæíî äåéñòâîâàòü è íàîáîðîò: ñíà÷àëà ïî-
ñòðîèòü ÷àñòíîå ðåøåíèå öåïî÷êè, óãàäàâ êàêîé-òî àíçàö èëè íàëîæèâ íåêîòîðóþ ðå-
äóêöèþ, à çàòåì ïî ýòîìó ðåøåíèþ âîññòàíîâèòü ïîòåíöèàëû è â.ô., ïî ôîðìóëàì

− un = v2n + v′n + αn, ϕnn = e
∫
vndx, n ∈ Z. (5)

Â ðåçóëüòàòå, äëÿ êàæäîãî ïîòåíöèàëà áóäåò íàéäåíî ïî îäíîé â.ô., îòâå÷àþùåé çíà÷å-
íèþ ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ = αn. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî, ïîëüçóÿñü ïðåîáðàçîâàíèÿìè
Äàðáó, ïåðåñ÷èòàòü èõ â â.ô. äëÿ äðóãèõ ïîòåíöèàëîâ.

Òî÷íåå, ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó. Íàïîìíèì îïåðàòîð-
íóþ ôîðìóëèðîâêó. Ïóñòü

Ln = −D2
x − un, An = Dx − vn, A+

n = −Dx − vn,

òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó ìîæíî îïðåäåëèòü êàê îòîáðàæåíèå

Ln − αn = A+
nAn −→ Ln+1 − αn = AnA

+
n

(ýòî îáúÿñíÿåò íàçâàíèå ¾ìåòîä ôàêòîðèçàöèè¿). Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

AnLn = Ln+1An, A+
nLn+1 = LnA

+
n

(îïåðàòîðû An, A
+
n íàçûâàþòñÿ ñïëåòàþùèìè), èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð An

ïåðåâîäèò â.ô. Ln â â.ô. Ln+1, à A
+
n äåéñòâóåò â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè.



Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð An ¾óíè÷òîæàåò¿ ϕnn, ïåðåâîäÿ å¼ â 0. Çàòî îïåðàòîð A+
n

¾ðîæäàåò¿ ϕn+1
n ïðè äåéñòâèè íà ϕn+1

n+1 (ñì. äèàãðàììó â ëåêöèè 10; òàì ìû øëè îò
ëåâîãî ñòîëáöà ê äèàãîíàëè, ñåé÷àñ íàîáîðîò).

Èìåííî òàê îäåâàþùàÿ öåïî÷êà è èñïîëüçîâàëàñü â êâàíòîâîé ìåõàíèêå äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ òî÷íî-ðåøàåìûõ ïîòåíöèàëîâ [3, 4], åùå äî ïðèëîæåíèé â òåîðèè ñîëèòîíîâ.

Íî êàê íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå (4)? Èäåÿ â óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ áûëà î÷åíü ïðîñòàÿ:
áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ, ÿâíî óêàçàâ èõ çàâèñèìîñòü îò n, à èìåííî,

vn = (n+ c)f + g + h/(n+ c). (6)

Åñëè c ∈ Z, òî v−c íå îïðåäåëåíî è â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ïîëîâèíà
öåïî÷êè ïðè n > −c èëè n < −c. Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì m = n + c. Ïîäñòàíîâêà â
öåïî÷êó ïðèâîäèò ê ôîðìóëå

αn − αn+1 = (2m+ 1)(f ′ + f2) + 2(g′ + fg) +

(
2

m+ 1
− 2

m

)
gh+

+

(
1

m+ 1
+

1

m

)
h′ +

(
1

(m+ 1)2
− 1

m2

)
h2.

Òàê êàê αn íå çàâèñèò îò x, à ôóíêöèè îò m â ïðàâîé ÷àñòè ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî
êîýôôèöèåíòû ïðè íèõ äîëæíû áûòü ïîñòîÿííûìè è íà f, g, h ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà

f ′ + f2 = c1, g′ + fg = c2, gh = c3, h2 = c4, ci = const .

Êàê íåòðóäíî âèäåòü, îíà ðåøàåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ, ïðè÷åì èìååòñÿ äîâîëüíî
ìíîãî ñëó÷àåâ â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ci. Ïàðàìåòðû αn è ïîòåíöèàëû un èìåþò âèä



−αn = c1m
2 + 2c2m+ 2c3/m+ c4/m

2, m = n+ c,

un = −m(m− 1)f ′ − (2m− 1)g′ + g2 + 2fh.

Ïîòåíöèàëû ïîëó÷àþòñÿ íå îáÿçàòåëüíî ðåãóëÿðíûìè íà âñåé îñè, ñðåäè íèõ åñòü è
ïîëþñíûå, ÷òî îòâå÷àåò ïîòåíöèàëüíûì ÿìàì íà ïîëóîñè èëè íà îòðåçêå. Çíà÷åíèÿ αn
îïðåäåëÿþò, òàê ñêàçàòü ¾àëãåáðàè÷åñêèé¿ ñïåêòð, â òîì ñìûñëå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå
â.ô. íàõîäÿòñÿ ÿâíî, â êâàäðàòóðàõ. Íî, ïåðåáîð ñëó÷àåâ ïîêàçûâàåò, ÷òî îíè îòâå÷àþò
òàêæå è çà ôèçè÷åñêèé ñïåêòð, òî åñòü, ýòî òå çíà÷åíèÿ, äëÿ êîòîðûõ â.ô. ñóììèðóåìû.
Òàê ÷òî ýòà êîñòðóêöèÿ îêàçàëàñü âïîëíå ñîäåðæàòåëüíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ êâàíòîâîé
ìåõàíèêè. Óïðîù¼ííàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðåøåíèé ïðèâåäåíà â ñëåäóþùåé òàáëèöå.

vn αn un

(A)
d

sin(ax+ b)
+ a2m2 1

sin2(ax+ b)
(a2m(m− 1) + d2+

+am cot(ax+ b) +ad(2m− 1) cos(ax+ b))

(B) ex −m −m2 e2x − (2m− 1)ex

(C) m/x+ dx −d(4m+ 1) m(m− 1)/x2 − 2dm+ d2x2

(D) −x 2n+ 1 x2 + 2n

(E) am cot(ax+ b) + d/m a2m2 − d2/m2 m(m− 1)
a2

sin2(ax+ b)
+

+2ad cot(ax+ b)

(F ) m/x+ d/m −d2/m2 m(m− 1)/x2 + 2d/x



Òèï (A) � ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè, ïîòåíöèàëû Ï¼øëÿ�Òåëëåðà (çäåñü è â (E) åñòü òàê-
æå âàðèàíòû ñ ãèïåðáîëè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè), (B) � ïîòåíöèàë Ìîðçå, (C) è (D) �
ãàðìîíè÷åñêèå îñöèëëÿòîðû íà ïîëóîñè è îñè, (E) � ïîòåíöèàëû Ìàííèíãà�Ðîçåíà, (F)
� çàäà÷à Êåïëåðà. Ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî êðîìå öåëî÷èñëåííîãî ïàðàìåòðà n, îïðåäåëÿþ-
ùåãî ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè αn, çäåñü âîçìîæíî åù¼ êâàíòîâàíèå íåêîòîðûõ âõîäÿùèõ
â ïîòåíöèàëû ïàðàìåòðîâ, òàê ÷òî êàðòèíà áîëåå ñëîæíàÿ è áîãàòàÿ, ÷åì êàæåòñÿ íà
ïåðâûé âçãëÿä. Äåòàëüíûé àíàëèç ìîæíî íàéòè â [4].

Âàæíî îòìåòèòü ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî: ðåäóêöèÿ (6) íå ñîãëàñîâàíà ñ äèíàìèêîé
ïî t â ñèëó óðàâíåíèÿ ÊäÔ (èëè äðóãèõ óðàâíåíèé èç èåðàðõèè). Êîíå÷íî, ìû ìîæåì
ïðèíÿòü ïîëó÷àþùèåñÿ ôóíêöèè un â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ ÊäÔ è çàïóñòèòü
ýâîëþöèþ ïî t. Ïðè ýòîì áóäóò ïîëó÷àòüñÿ êàêèå-òî ðåøåíèÿ ÊäÔ è, áîëåå òîãî, îíè
ïî ïðåæíåìó áóäóò ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèÿìè Áýêëóíäà. Íî, ïðè t 6= 0 îíè óæå íå
áóäóò îïèñûâàòüñÿ ôîðìóëîé (6), â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, äèôôåðåíöèðóÿ åå â ñèëó
óðàâíåíèé ìÊäÔ äëÿ vn.

Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð (D) îòâå÷àåò ïðîñòåéøåìó ðåøåíèþ öåïî÷êè (4), â êîòî-
ðîì âñå vn ñîâïàäàþò, òî åñòü, ýòî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó. Â ñëåäó-
þùåì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì äàëüíåéøåå îáîáùåíèå ýòîãî ñëó÷àÿ.

[3] E. Schr�odinger. A method of determining quantum-mechanical eigenvalues and eigenfunctions.
Proc. Roy. Irish Acad. A 46 (1940/1941) 9�16. [ïåðåâîä: Ý. Øðåäèíãåð, Èçáðàííûå òðóäû ïî
êâàíòîâîé ìåõàíèêå, Ì.: Íàóêà, 1976]

[4] L. Infeld, T.E. Hull. The factorization method. Rev. Modern Phys. 23:1 (1951) 21�68. [ñá. ïåðå-
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Êâàçèïåðèîäè÷åñêîå çàìûêàíèå îäåâàþùåé öåïî÷êè

Ðàññìîòðèì, âñëåä çà [5], ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó. Óñëîâèå

vn+N = vn

ïðåâðàùàåò (4) â êîíå÷íîìåðíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó íà v1, . . . , vN . Ïðè ýòîì

αn − αn+1 = αn+N − αn+N+1 ⇔ αn − αn+N = δ = const .

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè δ = 0 (ïåðèîäè÷åñêîå çàìûêàíèå) è δ 6= 0 (êâàçè-ïåðèîäè÷åñêîå
çàìûêàíèå) ñâîéñòâà ñèñòåìû ðåçêî îòëè÷àþòñÿ. Íàïîìíèì, ÷òî îäåâàþùàÿ öåïî÷êà
ýêâèâàëåíòíà ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ (ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû)

A′n = Un+1An −AnUn, Un =

(
0 1

un − λ 0

)
, An =

(
−vn 1

v2n + αn − λ −vn

)
.

Îòñþäà äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ëþáîãî ÷èñëà ìàòðèö An ñëåäóåò

(An+k · · ·An)′ = Un+k−1An+k · · ·An −An+k · · ·AnUn.

Â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå èìååì Un+N = Un è âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå Ëàêñà

V ′n = [Un, Vn], Vn = An+N−1 · · ·An,

ñ ïîëèíîìèàëüíîé ïî λ ìàòðèöåé Vn. Ýòî â òî÷íîñòè óðàâíåíèå äëÿ ñòàöèîíàðíûõ âûñ-
øèõ ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ ÊäÔ (óðàâíåíèÿ Íîâèêîâà, ñì. ëåêöèþ 8), ïðîñòî ñåé÷àñ ìû
ðàáîòàåì â äðóãèõ ïåðåìåííûõ è èìååì ìàòðèöó Vn â ôàêòîðèçîâàííîì âèäå. Èç óðàâ-
íåíèÿ Ëàêñà ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïî λ îò trVn ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè
è, åñëè âñå àêêóðàòíî ñäåëàòü, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà èíòåãðèðóåìà ïî Ëèóâèë-
ëþ. Â [5] ìîæíî ïîñìîòðåòü îïèñàíèå áèãàìèëüòîíîâîé ñòðóêòóðû äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ. Â
÷àñòíîñòè, ïðè N = 3 è N = 4 ñèñòåìà èíòåãðèðóåòñÿ â ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ.



Åñëè æå δ 6= 0, òî un+N = un+δ, ìàòðèöû Un+N è Un íå ñîâïàäàþò, óðàâíåíèå Ëàêñà
ïîðòèòñÿ è ïåðâûå èíòåãðàëû ïðîïàäàþò. Âûæèâàåò ëèøü îäèí, ñàìûé ïðîñòîé ïåðâûé
èíòåãðàë, è òî îí ñòàíîâèòñÿ íåàâòîíîìíûì:

vn+1 + · · ·+ vn+N =
δ

2
(x− x0).

Òàêæå òåðÿåòñÿ ñîâìåñòíîñòü ñ óðàâíåíèåì ÊäÔ (êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå). Äåé-
ñòâèòåëüíî, ýâîëþöèÿ ïî t îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ìÊäÔ vn,t = vn,xxx−6(v2n+αn)vn,x.
Òàê êàê â íèõ ÿâíî âõîäèò αn, òî óðàâíåíèÿ äëÿ vn è vn+N íå ñîâïàäàþò, ïîýòîìó ñâÿçü
vn = vn+N ñðàçó ðàçðóøàåòñÿ ïðè ýâîëþöèè ïî t.

Ïðîñòåéøèé íåòðèâèàëüíûé ñëó÷àé îòâå÷àåò N = 3. Óäîáíî îáîçíà÷èòü yn = vn +
vn+1, δn = αn − αn+1 è ïðèíÿòü íîðìèðîâêó δ = −2, x0 = 0 (÷òî íå ñíèæàåò îáùíîñòè).
Òîãäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó

y′1 = y1(y3 − y2) + δ1,

y′2 = y2(y1 − y3) + δ2,

y′3 = y3(y2 − y1) + δ3,

y1 + y2 + y3 = −2x, δ1 + δ2 + δ3 = −2. (7)

Èñêëþ÷èì y3 ïðè ïîìîùè ïåðâîãî èíòåãðàëà:

y′1 = −y1(y1 + 2y2 + 2x) + δ1, y′2 = y2(2y1 + y2 + 2x) + δ2.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âûðàçèì y2 è ïîäñòàâèì âî âòîðîå, â ðåçóëüòàòå íà ôóíêöèþ
w = y1 = −x − v3 ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå P4 (êàê è â ïðèìåðå ñ öåïî÷êîé Âîëüòåððà, ñ
êîòîðîãî ìû íà÷àëè)

w′′ =
w′2

2w
+

3

2
w3 + 4xw2 + 2(x2 − a)w +

b

w
, a = δ2 + δ1/2 + 1, b = −δ21/2.

Ñèñòåìó (7) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèììåòðè÷íóþ çàïèñü ýòîãî óðàâíåíèÿ.



Îáùåå ðåøåíèå P4 çàâèñèò îò 4 ïàðàìåòðîâ (a, b è äâà íà÷àëüíûõ óñëîâèÿ), âîîáùå
ãîâîðÿ, êîìïëåêñíûõ. Ïðè íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèé ýòèõ ïàðàìåòðîâ ðåøåíèå
ìîæåò áûòü ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé èëè âûðàæàòüñÿ, êàê ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ îò
ôóíêöèé Ýðìèòà, íî, â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ýòî íåêîòîðàÿ íîâàÿ ñïåö-ôóíêöèÿ.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ëèøü âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ, òî â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ è
íà÷àëüíûõ óñëîâèé ìîæíî íàéòè íåêîòîðóþ êîíå÷íóþ îáëàñòü, îòâå÷àþùóþ ðåãóëÿð-
íûì ðåøåíèÿì (áåç ïîëþñîâ íà âåùåñòâåííîé îñè). Ïðè ýòîì, âñå δn < 0, ôóíêöèè vn
èìåþò ëèíåéíûé ðîñò ïî x, à ïîòåíöèàë −un êâàäðàòè÷íûé, êàê â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîãî
îñöèëëÿòîðà, íî òåïåðü íà íåãî íàêëàäûâàþòñÿ âûñîêî÷àñòîòíûå îñöèëëÿöèè. Òèïè÷íîå
ðåøåíèå âûãëÿäèò òàê:
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×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî òàêîå êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå íàáëþäà-
åòñÿ ïðè âñåõ íå÷¼òíûõ N . Äëÿ ÷¼òíûõ N âñ¼ íåìíîãî óñëîæíÿåòñÿ, èç-çà òîãî, ÷òî
ìàòðèöà ïðè ïðîèçâîäíûõ â (4) âûðîæäåíà. Òåì íå ìåíåå, ýòîò ñëó÷àé òàêæå ïðèâîäèò
ê óðàâíåíèÿì òèïà Ïåíëåâå (â ÷àñòíîñòè, N = 4 òîæå ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ âòîðîãî
ïîðÿäêà, à èìåííî, P5). Ïðè ÷¼òíûõ N ðåøåíèå èìååò íåïîäâèæíóþ îñîáóþ òî÷êó ïðè
x = 0 è ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû Øð¼äèíãåðà ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü íà ïîëóîñè.



Ñîãëàñíî îáùåé ñõåìå, ôóíêöèÿ ϕnn = e
∫
vndx óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Øð¼äèíãåðà

ñ ïîòåíöèàëîì −un, ïðè λ = αn. Ýòà ôóíêöèÿ íå èìååò íóëåé è ÿâëÿåòñÿ áûñòðîóáû-
âàþùåé, áëàãîäàðÿ ëèíåéíîìó ðîñòó vn. Ñëåäîâàòåëüíî ýòî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå äëÿ Ln.
Ïåðåñ÷èòûâàÿ ýòè ôóíêöèè ïðè ïîìîùè îïåðàòîðîâ A+

k , ïîëó÷àåì ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè äëÿ ëþáîãî èç ïîòåíöèàëîâ −u1, . . . ,−uN . Ïðè ýòîì ñîáñòâåíííûå çíà÷åíèÿ äëÿ −un
îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

αn, αn+1, . . . , αn+N−1, αn − δ, αn+1 − δ, . . . , αn+N−1 − δ, . . . ,

òî åñòü, ñïåêòð îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà ñîñòîèò èç N àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé ñ øà-
ãîì −δ (â äðóãóþ ñòîðîíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òîæå ìîæíî ïðîäîëæèòü, åñëè èñïîëüçî-
âàòü ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè, íî îíè íå áóäóò ñîáñòâåííûìè).

Íà ýòîì ïðèìåðå ìû âèäèì, ÷òî âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêàÿ
çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ òî÷íî-ðåøàåìîé â òîì ñìûñëå, ÷òî ñïåêòð äîïóñêàåò ÿâíîå îïèñàíèå, íî
ïðè ýòîì ñàì ïîòåíöèàë è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè âûðàæåíû ÷åðåç íåêîòîðûå òðàíñöåí-
äåíòíûå ôóíêöèè.
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